Algebre de Boole

1 Notions fondamentales.

1.1

Définition d'une algebre de Boole

Une algébre de Boole est une structure algébrique B = (B, V,A,*,0, 1), dont les
opérations satisfont les 5 conditions suivantes :

B,
B,
Bs
By
Bs

commutativité : xVy=yVa //zANy=yAzx
associativité : x V(yVz)=(zVy)Vz //zANyANz)=(xAy) Az
absorption : (xVy)Ay=vy// (tAy)Vy=y
zVa*t=1//xzANz*=0
distributivité : zV (yAz) = (xVy)A(zVz)ou: zA(yVz) = (xAy)V(zAz)?

Remarque terminologique : on appelle "sup" 'opération notée "V" et "inf", 'opération notée

"A"; x* est dit étre le complémentaire de x.

1.1.1 Quelques résultats immédiats et importants

1. On démontre que si 'on a une des deux lois de distributivité, on a l'autre. Supposons, par
ex., la deuxiéme identité; alors :

(xVy)A(zVz) =

[(A(xV2)|VyA(zVz

zVIyA(zVz

zV[(yAz)
[zV (y A )]
xV(yAz)

distributivité A/V admise

absorption dans le membre de gauche
distributivité A/V dans les crochets
associativité

absorption dans le membre de gauche
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(6) tVO==xet x Al =x. En effet :
xvong(x/\x*)%’x;mémechosepour:v/\lzx.

On en tire immeédiatement :
(6)1vO=1et IN0O=0et donc, par By : 1* =0/ 0* =1

(7) Idempotence de "V" et "A"; en effet :

x\/x@(x\/x)/\lg(:U\/x)/\(x\/x*)B:va(:v/\x*)%x\/o@x;mémechose

pour x Ax = x.

(8) zv1i=1letzA0=0.En effet :

x\/lli‘x\/(x\/x*)@(x\/x)\/x*@aj

vt 2 1; méme chose pour z A0 =0

(9) Le complémentaire, z*, de x est unique; en effet :
Supposons que z ait deux complémentaires, z7 et x5. Par By, cela implique : z V2] =
zVay=1letxANa]=xAx5=0. On aalors :

’{(i)xf/\lhg' i A (z Vv x3) & (] A x) V (xf A ) - (x5 N x) V(x5 A z7) &
xg/\(x\/x’{)hﬂlx;/\l(i)a:;.

(10) 2** = x. En effet (en se souvenant que, par df., 2** Vaz* =1=2* V) :
5

z gy By (x A x¥) & (V)N (™ Va*) = (2 Va)A(x* V) &
xv(x**/\x*)%x\/()@x.

(11) De Morgan : (11a) z Vy = (z* Ay*)* et (11b) z Ay = (2" V y*)*

Pour (11a), on montre que z* A y* est le complémentaire de x V y. En effet :

 [(avy)Var Al(avy) vy = [(aVa) VYl AllyVyT) va] 2

IN1T=1.

S5}

= (zVy)V(z"Ay")
(IVy) A(1Vzx)

—~
oo
=

~ eV A @ AY) B (@ Ay AV (et Ayt AY] TE? [(maat) Ay IV [(yAyT) Ae] B
OAy)VOAz) 20ovo=o0.

=

Méme chose pour (11b)2.

2. Ces lois, comme on sait, peuvent s’exprimer autrement, mais de maniére équivalente, par ex. :
*Vy*=(xAy)etz* Ayt =(xVy)*
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1.2 Ordre sur B

On définit 'ordre sur B par :
Df; : x <yssizVy=y, ouce quirevient au méme : x < yssiz Ay = z.

Qu’il s’agisse d’une relation d’ordre partiel est clair :
— réflexivité : en vertu de I'idempotence, x Vo = x et donc x < x;

— transitivité : sizVy=yet yVz=zalors (xVy)Vz=2z;mais (zVy)Vz=
zV(yVz)=xzVz DoncaxVz=z dou:z<z.

— antisymétrie : si x Vy = y et y V& = x alors (commutativité!) z = y Vo =
zVy=y.

Il suit de cette définition de l'ordre sur B les deux résultats suivants, dual I'un
de l'autre :

(12a) s Vy*=1ssiy <z
(I2b) z Ay* =0ssiz <y

Démonstration pour (12a) :

Dans le sens — :
On admet 2Vy* = 1; on a alors : © vol eV (yAy) Z (@Vy)AlzVy) -

(x\/y)/\l(g)x\/y. Onadoncz=xVy, dou:y<ux.

Dans le sens « :
On admet y < z d’ou (Df;) : 2Vy = x et donc zVy* = (zVy)Vy* 2 xV(yVy*) &

av1®,

Méme chose pour (12b).



1 Notions fondamentales. 4

Exemples :

- Soit A un ensemble et p(A) I’ensemble des parties de A; on appelle "algébre
de Boole de I'ensemble des parties", la structure : B = (p(A4),U,N,C4, A,0) ot
les opérations U, N, 04 sont les habituelles opérations ensemblistes : union, intersec-
tion, complémentation (relativement & A). On s’assure aisément qu’elles satisfont
les conditions By - B3 et Bj et que, pour tout sous-ensemble X de A, on a bien :
XUCa(X)=Aet XNCa(X)=10. Aetsont donc les maximum et minimum de
cette algebre.

On peut tout simplement définir ce genre d’algébre par comme étant de la forme
(p(A), C), I'inclusion ensembliste jouant le role de relation d’ordre sur p(A).

-2 =({0,1},<) avec "<" telle que : 0 < 0,0 < 1et 1 <1 est une algebre de
Boole; on s’assure aisément que la relation ainsi définie permet de retrouver tous
les résultats précédents. Toute algebre de Boole ne comptant que deux éléments est
isomorphe (cf. plus loin, p. 13) a l'algébre 2.

1.2.1 Définitions de quelques notions a propos des ensembles ordonnés

Si B est une algebre de Boole, on vient de voir que 'on peut définir sur B une
relation d’ordre (partiel). Il s’ensuit que 'on peut considérer que B est un ensemble
partiellement ordonné. On définit ci-dessous quelques notions relatives aux ensembles
partiellement ordonnés qui valent donc pour la base B d’une algébre B.

— Une relation d’ordre, définie sur un ensemble E, telle que pour toute paire d’élé-
ments z,y € F, soit x < y, soit y < x (dichotomie), est une relation d’ordre
totale.

— Une chaine dans E, ensemble partiellement ordonné, est un sous-ensemble de
E totalement ordonné par la relation d’ordre sur E.

— Une limite supérieure, ou majorant (resp. limite inférieure, ou minorant), d'un
sous ensemble A d’un ensemble partiellement ordonné E, est un élément e € E
tel que, pour tout a € A, a < e (resp. e < a).
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— Si s € E (resp. i € E) est la plus petite limite supérieure de A (resp. la plus
grande limite inférieure de A), on appelle s le supremum, ou borne supérieure,
de A (resp. 'infimum ou borne inférieure de A).

On note le supremum de A, s’il existe, "\/ A" et Uinfimum de A, s’il existe,

ll/\ AH'

Remarques :
- Dans cette notation, pour toute paire d’éléments x,y € B, ensemble de base d’une algébre

B, H{z,y}) =2 vyet Nz, y} =z Ay
- Si un ensemble partiellement ordonné, F, a une limite supérieure (resp. inférieure), cela
signifie qu’il existe un élément e dans E tel que tout élément de E est inférieur (resp.

supérieur) a e; cette limite est donc unique et on 'appelle le mazimum (resp. minimum) de
E.

- Comme on a montré que dans une algeébre de Boole, pour tout z € B, zA1 =z, et zV0 = z,
cela signifie, par df., que pour tout x € B, z < 1 et 0 < z, donc 1 et 0 sont respectivement,

maximum et minimum de B.

— dans un ensemble partiellement ordonné E, un élément est mazimal s’il n’existe
pas d’élément de F qui lui soit supérieur (relativement a la relation d’ordre sur
E)3.

3. Il est possible de "construire" la notion d’algeébre de Boole & partir de celle d’ensemble ordonné.
On procéde ainsi : on définit d’abord un treillis T comme étant un ensemble partiellement ordonnée
dans lequel toute paire d’éléments de 7" & un infimum et un supremum dans 7' (autrement dit, pour
tout z,y € T,z Ay €T et xVy € T); on en tire immédiatement que dans un treillis tout sous-
ensemble fini a un infimum et un maximum. Définies comme étant I'infimum et le supremum des
sous-ensembles de T' comptant deux éléments, il est aisé de montrer que les deux opérations "A" et
"v" sont idempotentes et satisfont les conditions B;. - Bs.

On définit maintenant un treillis complémenté comme étant un treillis ayant un maximum (noté
"1") et un minimum (noté "0") et tel que, pour tout élément z € T, il y a au moins un élément
yeT telquexz Ay=0et zVy=1. On appelle cet élément "y", un complémentaire de = et on le
note "z*". Dans un treillis complémenté un élément peut avoir plusieurs complémentaires.

Le complémentaire d’un élément x € T n’est unique que si 'on admet, en plus de B; - B, la
condition Bs, & savoir la distributivité de V/A ou de A/V. On définit alors une algébre de Boole
comme étant un treillis distributif complémenté.
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1.3 Filtre et ultrafiltre
1.3.1 Filtre

Soit B, une algébre de Boole. Un filtre dans B est un sous ensemble non-vide F
de B qui se conforme aux deux clauses suivantes :

-Fy pour tout z,y € F,z ANy e F
-Fy pour tout x € F et tout y € B, si v <y alors y € F'4.

On définit par dualité, un idéal I par :
-I; pour tout z,y €I, xVyel
-Iy pour tout x € [ et tout y € B, si y < x alors y € [I.

Un filtre F est dit "propre" ssi 0 ¢ F. De méme un idéal I est dit propre ssi
1 ¢ I. Dorénavant, on admettra, sauf mention contraire, que filtres et idéaux sont
propres.

Il suit immédiatement des clauses Fy et Iy, que, dans une algebre B, quel que soit
le filtre F', 1 € F' et, quel que soit 'idéal I, 0 € I.

L; On montre que, F' étant un filtre dans B, 'ensemble [ = {z* € B: x € F}
est un idéal. En effet :

- soit y, z € F et donc y*, z* € I; comme, par (11) (de Morgan), y*V z* = (yAz)*
et que, par Fi, yAz € F, (y A z)* € I;donc y*V z* € I.

-soity € F (dony* € 1), z€ Bet z<y*. Comme z < y* zVy*=y* et donc,
par (11), (z* Ay)* = y*, dou z* Ay = y et donc y < z*. Comme y € F, par Fy,
e F douzel.

L, On montre que pour tout élément x de B, 'ensemble {y € B : z < y} est un
filtre (I’ensemble {y € B : y < x} est un idéal). En effet :

4. Ces deux clauses se raménent & : pour tout élément z,y € B,z Ay € Fssix € Fety e F.
Meéme remarque pour la définition d’un idéal. On remarque également que la clause Fsy, se raméne
a : pour tout x € F et tout y € B, x Vy € F. Méme chose pour I, ci-aprés.
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-sizite{yeB:x<ylalorsz<zetx <t dou:xANz=xetxAt=uzxet
donc:xz=xAz=(xA2)A(xAt)=(xAz)AN(zAt) =2 A(2At). Donc z < (zAt)
dou:zAte{ye B:x <y}

-siz € {y € B:x <y} alors z < z; ainsi, quel que soit t € B, si z < t, par
transitivité, x <t et donct € {y € B:x < y}°.

Ensembles d’'intersection finie.

Soit une algébre B et A en ensemble d’éléments de B. On dit que A est "d’inter-
section finie" ssi tous ses sous-ensembles finis ont un infimum # 0.

L’intérét de cette notion est qu’'un sous-ensemble A C B peut étre étendu a un
filtre (propre) ssi il est d’intersection finie. On procéde comme suit.

On définit tout d’abord, relativement & un sous-ensemble A C B, I’ensemble A
des infimum de tous les sous-ensembles finis de A. Autrement dit :

A= {A\X: X C Aet X est fini}

On définit ensuite, toujours relativement & un sous-ensemble A C B, ’ensemble
A? de tous les éléments de B plus grands qu'un quelconque élément de A. Autrement
dit :

A*={reB:JyecAety<uz}

On peut alors former, toujours relativement & un sous-ensemble A C B, l'en-
semble (A%)°) ce qui peut se comprendre intuitivement par : on part de A, on ajoute
les infimums de chaque sous-ensemble fini de A puis tous les éléments de B plus
grands que les éléments de I’ensemble ainsi obtenu.

On note que puisque A{z} = x quel que soit x € A, A C A’. De la méme maniére,
puisque "<" est réflexive, A C (A%)’; et donc A C A" C (AY)°.

5. On peut remarquer que si F est une filtre dans une algébre B et que z*Vy € F et © € F,
alors y € F. En effet : dans ces conditions, z A (z*Vy) = (xAz*)V(zAy) =xAy € Fyorz Ay <y
et donc y € F. Cela a un gott de Modus Ponens. ..
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Th; On montre alors que quel que soit A C B, (A%)’ est un filtre (pas nécessai-
rement propre) ; et (A?)° est un filtre propre ssi A est d’intersection finie.

1. (A% est un filtre.
a. A démontrer : pour tout z,y € (A")°, x Ay € (A)°. En effet :

Si z,y € (AY)°, alors il existe deux sous-ensembles finis de A, X et Y, avec
ANX<zet N\Y <yetdonc AXAAY <zAyb.

On montre que A X A AY € (AY)"; en effet : X UY est fini et est un sous-
ensemble de A et donc A(XUY) € (A%)”; comme (& démontrer éventuellement)
ANXUY)=AXAAY, AXANAY € (4.

Donc, puisque, A X AAY <z Ay, Ay € (A’ par df. de (A%)° .

b. Par définition de la composante "*" de (A?)° si # € A, alors pour tout y € B,
six <y alors y € (AY)".

(A")® est donc un filtre. On montre maintenant que c’est un filtre propre ssi A
est d’intersection finie. En effet :

Si A n’est pas d’intersection finie alors il existe un sous-ensemble fini X C A tel
que A\ X = 0 et donc (par construction de (A%)°) 0 € (A")°. D’un autre coté, si (A%)°
n’est pas un filtre propre, alors il existe X C A tel que A\ X = 0; A n’est donc pas
d’intersection finie.

Comme A C (A%)°, on en conclut que A C B est d’intersection finie ssi A peut
étre étendu a un filtre propre.

On démontre enfin que (A%)” est le plus petit filtre propre dans lequel A est inclus.
En effet :

Soit F un filtre quelconque et A C F. On montre : (A)° C F. Soit x € (A)";
alors pour un X € A, A X < z et puisque F est un filtre et que X C F' (puisque
X CACF), ANX € F;et comme \X <z, ¢ € F. x étant quelconque, il en

6. On montre facilement que si z <z (i.e. zAx=2) et t <y (le.tAy=t)alors zAt <z Ay.
Eneffet : (zAt)A(xAy)=(zAx)A(tAy)=zAt. Donc z At <x Ay. Méme chose pour le dual.
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résulte : (AY)° C F.

Définitions :

- Si F' est une filtre et que F' = A® pour un A C B, on dit que A est une base
pour F.

- Si F est un filtre et que, pour un A C B, A’ est une base pour F, on dit que A
est une sous-base de F et que A engendre F (qui est alors = (A%)°).

1.3.2 Ultrafiltre

Un wultrafiltre uF' est un filtre qui ne peut étre étendu, autrement dit : il n’existe
pas de filtre propre G tel que uF' C G.

Ths, : si uF est un filtre, alors wF est un ultrafiltre (propre) ssi pour tout =z € B,
soit x € uF', soit x* € uF', mais pas les deux.

Il est clair que si x et * appartiennent a uF', alors z A z* = 0 € uF' et donc uF
n’est pas propre.

Dans le sens — :
Supposons = € B et x ¢ uF', ultrafiltre propre. On montre qu’alors z* € uF.

Soit G le filtre engendré par uF U {x} (autrement dit G = [(uF U{z})]’) . G
n’est donc pas propre puisque F' est un ultrafiltre. En vertu du théoréme précédent,
uF U {z} n’est donc pas d’intersection finie et il existe un X C wF, fini, tel que

ANX ANz =0,dou (par (12b)), A X < z* et comme A\ X € uF, z* € uF.

Dans le sens « :

Supposons que pour tout z € B, soit x € uF’, soit 2* € uF'. Soit G un filtre dans
lequel uF' soit strictement inclus. Il existe donc un y qui appartient a GG mais pas
uF'; d’ot: y* € F. Comme F' C G, y* € G et donc y,y* € G et G n’est pas propre.
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Il résulte du résultat précédent qu’un ultrafiltre uF dans une algébre B "coupe
en deux" l'ensemble B; autrement dit : il existe un bijection f entre uF' et son
complémentaire relativement & B que 'on peut définir ainsi : pour tout x € uF,
f(z) = x*.

On vérifie aisément que le complémentaire d’un ultrafiltre est un ultra-idéal, ce
dernier étant défini comme un idéal qui n’est inclus dans aucun idéal propre.

Th; : théoréme de 'ultrafiltre : tout filtre peut étre étendu a un ultra-
filtre.

On démontre ce théoréme en utilisant un équivalent de ’axiome du choix, connu
sous le nom de lemme de Zorn qui s’énonce :

Un ensemble partiellement ordonné A dont toutes les chaines ont une
limite supérieure, contient un élément maximal.

Démonstration du théoréme de 'ultrafiltre.

Soit F' un filtre (propre) dans une algébre de Boole B et F 'ensemble des filtres
(propres) dans lesquels F' est inclus. F est non-vide (puisque F' € F) et peut étre
ordonné partiellement par I'inclusion ensembliste. On montre que toutes les chaines
de F (pour 'inclusion) ont une limite supérieure.

Soit € = {C; : ¢ € I} une chaine quelconque de F et on fait : C' = |JCjer. On
montre que C' est une limite supérieure de € et est un filtre propre.

1. Il est clair que pour tout C; (i € I), on a C; C C et donc, pour tout C;, C; < C.
Par ailleurs, F' C C et donc C' € F. C' est donc une limite supérieure de € dans

J.

2. (' est un filtre propre; en effet :
-a pour tout z,y e C, x Ay e C :
soit z,y € C et C; et Cy (j,k € I) tels que z € C; et y € Cf. Comme C
est une chaine, on a soit C; C Cy, soit Cy, C C}. Supposons C; C C}, (méme
chose dans l'autre cas) et donc z,y € Cj. Comme Cj, est un filtre, x Ay € Cy,
et donc, puisque C}, C C, x Ay € C.
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-b pour tout x € C' et tout y € B, siz <y alorsy € C':
si x € C, alors il existe C; C C (i € I) tel que x € C;. Comme C; est un
filtre dans B, pour tout y € B, si x < y, alors y € C; et donc y € C.
C est donc un filtre.

-c comme, pour tout i € I, 0 ¢ C;, 0 ¢ C. C est donc un filtre propre.

Par le lemme de Zorn, on en tire que ¥ contient un élément (filtre) maximal,
disons u(F, qui est une extension de F' et est donc un ultrafiltre.
Si 'on conjoint Th; et Thg on a le corollaire suivant :

C, : dans une algebre de Boole B, tout sous-ensemble d’intersection finie de B
peut étre étendu a un ultrafiltre.

Cs : dans une algebre de Boole B, tout élément z € B tel que  # 0 appartient
a un ultrafiltre.

En effet : si x # 0, alors {z} est d’intersection finie et peut étre étendu a un
ultrafiltre ; clairement x appartient & cet ultrafiltre.

Cs : si x et y sont deux éléments distincts d’une algebre de Boole, il y a un
ultrafiltre contenant 'un mais pas 'autre.

En effet : soit x # y. Alors soit = £ y, soit y £ x. Supposons £ y (méme chose

dans l'autre cas). En vertu de (12b), z A y* # 0 et donc {x,y*} est d’intersection
finie et peut étre étendu a un ultrafiltre wF'. Et comme y* € uF, par Thy, y ¢ F.

2 Homomorphisme; homomorphisme canonique.

2.1 Sous-algebre d'une algebre de Boole

Soit B une algebre de Boole et B’ un sous-ensemble de B, non-vide et fermé pour
les opérations V, A et * (i.e. pour tout z,y € B, xVy € B, x Ny € B et z* € B’).
Si tel est le cas, on vérifie aisément que 1,0 € B'.
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On dit alors que B = (B',V, A, *,0,1) est une sous-algébre de B ou que B est
une extension de B, ce que 'on note B’ C B.

On remarque tout de suite que toute sous-algébre B’ d’une algébre B contient
le 0 et le 1 de B et, plus particulierement, que B" = ({0,1},V, A, *,0,1) est une
sous-algébre de B.

Thy : Soit F' un filtre dans B et [ = {z* € B : x € F'}. On a déja vu que [ est
un idéal. On montre que F'U I = B’ est ’ensemble de base d’une sous-algébre B’ de
B. En effet :

~0€el,donc0e B';1€F,doncleB.

— 8l x,y € B’, on montre que x V y € B’; trois cas a considérer :
—z,y € F;xVy>ux (ou>y) donc, puisque F' est une filtre, : x Vy € F et
donc:xVyeDB
—x,y €I;xzVy € I puisque I est un idéal, et donc z Vy € B'.
—rx€Fetyel;commexVy>cretreF,xVye Fetdonc:zVyeDB

Meéme genre de chose pour = A y.

~size B alors,siz e F,xz*eletsizel, z*€ F. Ainsi 2* € [ ou x* € F,
donc z* € B'.

De plus, il est facile de voir que F' est un ultrafiltre et I un ultra-idéal dans B’

2.2 Homomorphisme entre algebres de Boole.

Soit By et By deux algébres de Boole et soit une fonction h : By — Bs. h est un
homomorphisme de By dans By ssi pour tout x,y € By, on a :

(a) A (
(b) Az Ay) = h(z)
(c) h(z") = h(z)*

(zVy)=h(x)V h(y)
A h(y)

Autrement dit h "préserve les opérations" : on arrive au méme élément de B,
soit que I'on prenne le sup (I'inf) de deux éléments de B; et qu’on 'envoie par h sur
son image dans Bs, soit qu’on envoie les deux éléments sur leur image par h dans Bs
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et que 'on prenne leur sup (inf) dans B, ; etc”.

On note h[B;]| I'ensemble des images par h (dans Bs), des éléments de B ; au-
trement dit : h[B;] = {y € By : il existe x € By et y = h(x)}; si X C By,
h[X]={y € By : il existe x € X et y = h(x)}.

On a les théorémes suivants :
Thg pour tout x,y € By, si x <y alors h(x) < h(y) (& démontrer!).

Thg h(OBl) = 032 et h(lBl) = 132 (a démontrer!).
Th10 h[Bl] E ‘BQ. En effet :

- Soit o',y € h[By]. 1l existe donc deux éléments z,y, € By tels que 2’ = h(z)
et ¥ = h(y) et donc 2’ Ay’ = h(x) A h(y). Comme h est un homomorphisme,
h(z) Ah(y) = h(xz Ay) € h[By]. Donc 2’ Ay’ € h[B;]. Méme chose pour 2’ V ¥/

- Soit &’ € h[By]. Il existe donc un élément x € B; tels que 2’ = h(x) et donc
2™ = h(x)*. Comme h est un homomorphisme, h(z)* = h(z*) € h[B,]. Donc
2 € hB].

h : By — Bs est un isomorphisme entre By et By si h est un homomorphisme
bijectif (i.e. injectif et surjectif).

Lorsqu’il y a un isomorphisme entre deux algebres, By et Bo, on dit que By et
By sont isomorphes, ce que 'on note : By = B,. Deux algébres isomorphes sont
quasiment indiscernables au sens ou tout ce qui vaut de 1'une, vaut de 'autre, et
réciproquement, via l'isomorphisme. C’est ainsi, par ex., que l'on a le petit lemme
suivant :

Li1 Soit h : By — Bs, isomorphisme entre B; et By. Si F' est un filtre dans B,
alors h[F] est un filtre dans B, ; méme chose pour un idéal I. En effet :

- Soit ',y € h[F]. Il existe donc deux éléments x,y, € F tels que 2’ = h(z)
et v = h(y) et donc 2’ Ay’ = h(z) A h(y). Comme h est un homomorphisme,

7. Si lon exprime les opérations V, A et * sous forme de relation, la définition de "’homomor-
phisme ici donnée correspond & la définition de I’homomorphisme fort dans la présentation de
I’algébre abstraite introduisant a la théorie des modéles en premier ordre.
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h(z) ANh(y) = h(z Ay) et puisque F est un filtre, z Ay € F. Donc 2’ Ay’ € h[F].

- Soit ' € h[F] et y € By tels que 2/ < y/. 1l existe donc un élément z € F' tel
que 2’ = h(x) et, puisque h est surjectif, un élément y € By tel que ¢y = h(y);
donc h(x) < h(y) et par Dfy, h(z) A h(y) = h(x). h étant un homomorphisme,
h(z) A h(y) = h(z A y) et donc h(x A y) = h(xz). Comme h est injectif, il en
résulte, z Ay = z et donc z < y. Or F est un filtre, d’oi, puisque z € F,y € F
et donc h(y) € h[F].

Il est clair que si h : By — By, est un homomorphisme injectif entre B, et By, h
est un isomorphisme entre By et h[By].

2.3 Algebre quotient et homomorphisme canonique.
2.3.1 Relation d’'équivalence dans B

Soit B une algébre de Boole, et F' un filtre dans B. On définit une relation sur B
par : x ~p y ssiil existe f € F tel que z A f =y A f.

Il est clair que ~f est une relation d’équivalence :

— réflexive : pour tout f € F, x A f=x A f et donc z ~p x (!!).

— symétrique (tout aussi trivial!!) : s’il existe f € F tel que x A f =y A f, alors
il existe f € F'telquey A f =x A f et donc : si x ~p y alors y ~p z.

— transitive : on admet qu’il existe f € F' tel que z A f =y A f et f' € F tel que
yNfl=zNf.fANf €Fetona:
sN(fAF)=@NON = WADN = WAINF = GEAFINF=2N(f'Af).

Donc, x ~p z

Thiy : ~p est une congruence sur B, i.e. six ~p 2’ et y ~p 3y, on a :

ANy ~px Ny
xVy~pz Vy



2 Homomorphisme ; homomorphisme canonique. 15

:L,* ~F x/*

Pour les deux premiéres équivalences, on a :
soit f,f'e FtelquexANf=2ANfetyNf =y Af.Onadonc:

(x A f)A(

yANf)= (@ Nf)YA(Y Af) et donc en réorganisant :
(@AY NS

) =@ ANY)NEAT)
Dou:xzAy~pa' Ay, puisque fA f € F.
De maniére proche (en utilisant la distributivité et en réorganisant)) :

@EVYNUNF) = ANV Y A(fAf’)]
[z A L) A STV (Y A ) fl
= [@ANHNFIVIY AF)AS]
[ NNV Y AN
(@ VY)Y A AL).

Dou:xzVy~paz' Vy, puisque fA f' € F.
Pour la troisiéme équivalence :

On a d’abord :
f=fn@va)=(fA2)V(fAx™)=(fAx)V(fAz"™), et donc:

TNf=a"AN[(fAZ)V(fAL")] =@ ANfAZ)V(@*ANfFAZ*)=(@"Na*)Nf

Puis :

f=fAn@va)=(fAx)V(fAx*)=(fAN2)V(fAz*), et donc :
P*Nf=a*AN[(fA)V(fAZ)] =@ ANfAL)V (@A fATY) = (2" Ax*) A f.

I en résulte que z* A f = 2’ A f et donc z* ~p z*.

Cela revient a dire que les classes d’équivalence pour ~p se comportent, a une
équivalence prés, comme leurs éléments, autrement dit I'inf et le sup de deux éléments
quelconques de B est ~p-équivalent a I'inf et au sup de deux éléments respectivement
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~ p-équivalents aux deux premiers ; méme chose pour le complémentaire.
On démontre maintenant deux petits lemmes qui seront utilisés dans la démons-
tration du Thys.

Ligo :x ~pyssi(xVy*)A(x*Vy) € F et
Ligp : (xVy ) AN (z*Vy) =1ssiz=y

Dans la démonstration du Thy;, on abrégera (z V y*) A (z* V y) par z © y.

13a;. Dans le sens — :si z ~p y alors (x Vy*) A (z*Vy) € F

Siz~py,alorsil existe f € Ftelque: x A f =y A f. On a donc :
z=zxzV(@Nf)=zV(yANf)et
y=yVEAf)=yV@nf).

On a alors :
zVy = [zV(yAf)]Vy
= zVIiyAf)Vy]
= aV[yVy)A(fVy)
= zVI[IA(fVy))
= zV(fVy")
= fV(zVvy").

Or fe Fet f<fV(xVy") etdonc par le résultat précédent : f < xVy*;

donc, par Fs, .

De la méme maniére :

Vy = V[V (Mf)]
= [z*Vv(zAf)V
[(z* V) A (a* vf)]\/
= [IA(2* vf)]
(x*V )V
= fv(@ \/y)

*
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Donc, pour la méme raison que précédemment : |[x* Vy € F

Il en résulte, par Fy : (z Vy*) A (2" Vy) € F, cqfd.

13as. Dans le sens « :si (z Vy*) A (z* Vy) € F, alors © ~p y.

I1 faut démontrer que si (x V y*) A (z*V y) € F, alors il existe f € F tel que :
A f=yA f.On montre que 'élément (z V y*) A (z* V y) est précisément cet

f € F. En effet :
A [(zVy )N (@ Vy)] = (@Vy) Az A Vy)
= (@Vy)A[lzAnz®)V(zAy)
= (zVvy )NV (zAyY)]
= (VY )A(rAy)
= {(xVy*)Ay]/\x

On s’assure de la méme maniére que y A [(z Vy*) A (z* Vy)|] = x Ay et que 'on
a donc bien :
A (VY ) A @ VYl =y Al Vy) AleVy))

Comme par hypothése (z Vy*) A (z*Vy) € F, (xVy*)AN(z*Vy)estle feF
recherché ; donc = ~p vy, cqfd.

13b;. Dans le sens — :si (x Vy*) A (z*Vy) =1, alors z = y.
Si (zVy")A(z*Vy)=1alorszVy*=letz*Vy=1;doncy <zetz <y,
dou: z=y.

13bs. Dans le sens « : si @ = y, alors (z Vy*) A (z* Vy) = 1.
Trivial : si z =y, alors (z Vy*) A (e*Vy)=(zVa*)A(z*Vz)=1A1=1.

2.3.2 L’algebre quotient pour ~.

"~p" (en sous-entendant le filtre

n

Soit |x| la classe d’équivalence de z € B pour

F auquel ~p est relatif) On note B/F 'ensemble quotient correspondant & "~p,"
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ie. B/F = {|z| : x € B}.%.

On peut alors prendre B/F comme 'ensemble de base d'une algébre de Boole,
B/F, en exploitant le faut que ~p est une congruence, ce qui permet de donner les
définitions suivantes :

pour tout x,y € B :
[ V |y = |z vyl
[ Ayl = |z Ayl

jz]* = ||

Il en résulte que h : B — B/F, défini par h(x) = |z| est un homomorphisme. En
effet :

h(zVy)=lzVy|l=|z[V |y = h(z)V I(y)

Mz Ay) =z Ayl = [z Ayl = h(z) A h(y)
h(z*) = |2*| = [z|* = h(x)*

On démontre maintenant I'important théoréme suivant :
Thyy : |z|=1p/pssiz € F (1p/p est le 1 de B/F).
1. On montre d’abord : x € F ssi |z| = F.

a. Dans le sens — : si € F alors |z| = F.

a; Etant admis que z € F, on montre : F' C |z|, i.e. : pour tout y € B, si
y € F alors © ~p y et donc y € |z|. En effet :

8. Rappel : soit une relation d’équivalence, disons ~, définie sur un ensemble A, et un élément
z € A. La classe d’équivalence, |z|, de z pour ~ est ensemble des éléments de A qui entretiennent
cette relation avec z, autrement dit : |z] = {z € A : z ~ z}. Du fait que ~ est une relation
d’équivalence, il s’en ensuit que, quel que soit z,y € |z|, x ~ y et que, quel que soit = € |z]| et
y € |z|, on n’a pas : * >~ y. Il en résulte également : x ~ y ssi |z| = |y|. On montre facilement, &
partir de 14, que deux classes d’équivalence quelconques sont disjointes et que I'union de toutes les
classes d’équivalence est égale & A ; autrement dit, tout élément de A appartient a une, et une seule,
classe d’équivalence pour ~. L’ensemble quotient de A pour ~ (A/ ~) est 'ensemble des classes
d’équivalence pour ~.
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Comme F' est un filtre, par Fi;ona:x Ay € F.
OrzA(xAy)=xAy=yA(xAy)et commex Ay € F, x ~py, dou:
y € |z|.

Donc F C |z

aps Etant admis x € F', on montre : |z| C F, i.e. : pour tout y € B, si y € ||
alors y € F. En effet :

Puisque y € |z|,  ~p y, et il existe f € F tel que : z A f =y A f. Or
x € F,donc, par Fi, e AN f=yAN f e FetcommeyAf <y yelk, par
F,.

Donc |z| C F.

Il résulte de a; et ay que :
six € F alors |z| = F.

b. Dans le sens « : si |z| = F alors x € F. Trivial puisque x € |z|.

On a donc par a. et b. :
r € Fssi|g|=F

2. x € Fssilz|=1g/p.

On vient de voir que, quel que soit y € B, y € F ssi |y| = F; or 1 € F et

donc |15| = F. Par ailleurs, comme h est un homomorphisme et en vertu de sa
définition : b .
h(lg) "="1p| " =" 1p/p.

On a donc, pour tout x € B :
x € F ssi |l‘| =F= |]-B| = 1B/F9~

9. Cette démonstration est un peu longue mais permet de remarquer que F' est la classe d’équi-
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Par dualité, si 'on définit 'idéal I par I : {y* : y € F'}, on a donc que = € [ ssi
|| = O/r.

On appelle h : B — B/F tel que défini plus haut, ’homomorphisme canonique
de B dans B/F. 1l est aisé de voir que cet homomorphisme est surjectif.

On a maintenant le résultat suivant :

Thys : Soit h : By — Bs un homomorphisme entre deux algébres de Boole B,
et By. L’ensemble F' : {x € By : h(x) = 1p,} est un filtre et h[B;] est isomorphe a
B,/F. En effet :

- F est un filtre. En effet :

— soit z,y € F; alors h(xz) = h(y) = 1p,, et donc h(x) Ah(y) = 15, et comme (h,
homo.) h(z) A h(y) = h(x Ay), h(z ANy) = 1p, donc, par df. de F, z Ay € F.

— soit x € F et y € By tels que x < y. Comme h(xz) = 1p, et que, par Thg,
h(z) < h(y), h(y) = 1B, et donc, toujours par df. de F', y € F.

- h[B] est isomorphe & By /F.

On montre d’abord que pour z,y € By, |z| = |y| ssi h(z) = h(y), avec |x| classe
d’équivalence de x pour ~p.

On a en effet :

valence de 'un quelconque de ses membres. Voila une autre démonstration, un peu plus courte. On

montre d’abord que, pour tout z € B, |x| = |1p]| ssi x € F (en se rappelant qu'en général, "~"
étant une relation d’équivalence quelconque, |x| = |y| ssi ¢ ~ y). En effet :
Dans le sens — : si |z| = |1p| alors  ~p 1p et donc il existe y € F tel que z Ay = 1 A y;

mais I Ay =yetdoncz Ay =y, dot y <z et comme y € F, il en résulte : x € F.

Dans le sens <« : soit « € F'; alors x ~p 1, puisque 'ona: xAxz=1gAx =x et x € F. Donc
|z = [1B].

On montre que [1g| = 1g,p. En effet (autre démonstration, sans utiliser ’'homomorphisme) :

df. B/F df. B/F
pour tout x € B, [1p| = [z Va*| =" |z|V|z*| =" |z|V]z[* = 1p/p.
Il résulte des deux points précédents : pour tout © € B, |x| = 1p,, ssi z € F.
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|z| = |y| ssi z~py
ssi xOyeF par Lis,
ssi h(zoy)=1 par df. de F’
ssi h(z) ® h(y) =1 h homomorphisme
ssi h(x) = h(y) par Ljs,

On voit donc que & chaque classe d’équivalence |z| pour ~p, élément de By/F,
correspond une et une seule image de x par h, élément de h[B;] C Bs, et réciproque-
ment.

On peut donc définir sans erreur une fonction f : By/F — h[Bj] par : f(|z]) =
h(z).

f est uniquement définie et est bijective; en effet :

— surjective : soit 2/ € h[B]; donc il existe x € B; tel que h(z) = 2’. Comme

|z| € B1/F et que, par df., f(|z|) = h(z), f(|z|) =2’

— injective : si f(|z]) = f(ly|) alors, par df., h(x) = h(y) et donc, par ce qui

préceéde, |x| = |yl.

f est un homomorphisme ; en effet :

— FxAll) T pangl) 2T h(aay) Mm@ AR Gy) TS F(a)AF ()
méme chose pour f(|z|V |yl|).

— fll) L e Y n ) M ) T f ()

Il en résulte que f est un isomorphisme entre By /F et h[B].
On peut alors démontrer 'important théoréme suivant qui fait appel & la notion

d’algébre quotient.

Thyg : les quatre conditions suivantes sur un filtre F' d’une algébre de Boole B
sont équivalentes :

(a) F est un ultrafiltre.
(b) B/F est isomorphe a 'algébre 2.
(c) pour tout x € B, soit x € I, soit 2* € F' (mais pas les deux)
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(d) sizVye F,alorsx € Fouy € F.
On a déja vu (a) < (c) (cf. Thy).
Pour : (b) < (c) :

— dans le sens — : si x ¢ F alors, par Thyy, |z| # 1p/r et donc, comme, par (b),

B/F ne contient que deux éléments, |z| = Og/p, d’ott |z|* A/ F |z*| = 1g/p

et, toujours par Thyy, x* € F.

— dans le sens « : soit |x| € B/F et # 1p/p; alors, toujours par Thyy, ¢ F

et, par (c), * € F. Donc |z*| Abaey/r |z|* = 1p/p; dou |z|*" = |z| = 0p/p.

Il n’y a donc que deux éléments dans B/ F qui est ainsi isomorphe a I’algébre 2.
Pour : (a) — (d) :

Supposons F' ultrafiltre, zVy € F et © ¢ F (par ex.). Comme F est un ultra filtre,
le filtre G engendré par F'U{z} n’est pas propre et il y a donc un élément z € F' tel que
zAx = 0. Puisque z,zVy € F, zA(zVy) € F. Or zA(xVy) = (zAz)V(2Ay) = zAy;
donc z Ay € F et comme z ANy <y, y € F.

Pour : (d) — (c) :
Pour tout x € B, x Va* = 1g € F. Dongc, par (d), x € F ouz* € F.

On a donc : (¢) < (a) et (c) <> (b), donc (b) < (a). Et : (¢) « (a) et (a) — (d),
donc : (¢) — (d); comme on a également, (d) — (c), on a donc : (¢) < (d). On peut
donc tourner en rond : (a) <> (b) < (¢) <« (d) < (a), etc. ..

3 Algeéebre de Boole et logique des propositions

On aura remarquer que les opérations booléennes "A", "V" et " *" ressemblent
furieusement aux habituels connecteurs propositionnels "A", "V" et "~ ". On va
voir comment exploiter les résultats précédents pour démontrer la complétude d’un
systéeme d’axiomes pour la logique des propositions.
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3.1 Quelques préliminaires logiques.

Dans ce qui suit on admet sans autre forme de procés que ’on dispose du langage
habituel pour la logique des propositions, avec comme connecteurs "~ " "A" V"
et "= 10'

On appelle P l'ensemble (infini dénombrables) des lettres de proposition et F,
I’ensemble des formules bien formées, avec : P C F.

On admet également que 'on a un systéme d’axiomes ! qui comprend, ou permet
de déduire, les lois suivantes (schémas) :

To FlpAY)s (WAe); FpV) s (¥V ) (Commutativité).
: Vv

Ty Fllen) Aol e oA A0 [(v z/J) 0] < [V (¥ V0)] (Associativite).
Ty Fllev)rnyley; FleAy) VY] < (Absorption).
Ti Fe= ¢; FoVrp; Fr(pA~p)

To F(pAY)=¢; F(pAY) =1

T, Fe=(VY); FY=(pVy)

Ts Fe=@=¢); F~o=(p=19)

Ty F@=0)=[¢=1v)=(p=10)] (Syll).

Fllend)V (Y AB) < [(¢V1)) A6 (Distributivitée A/V).
Ts F(e=v)=[(¢=10)= (p=[YAH0])] (Composition).
Te F(p=0)=[¥=10)= (pV]=10])

Comme on exprime ces axiomes ou théses sous forme de schémas, on n’a que le
Modus Ponens comme régle de déduction.

Une interprétation, i, est une fonction qui va de P dans l'algébre 2 (intuitive-
ment 0 joue le mauvais role du Faux et 1 le beau role du Vrai). Etant donné une
interprétation i, on I’étend & une évaluation v;, fonction qui va de F dans 2 par la
définition récursive suivante (p formule élémentaire quelconque, ¢, 1, formules bien
formées quelconques) :

10. On admettra, lorsque ce sera commode, que "V" et "=" et on été introduits par définition.

11. Tl existe de multiples systémes d’axiomes pour la logique des propositions qui sont tous équi-
valents au sens ou ils permettent de déduire les mémes théses (a savoir toutes les tautologies!) ; un
des plus simples est celui de Church qui est constitué des trois schémas d’axiome suivants : (Ax1)
o= (U= 9), (A2) i [p = (= 0] = [(p = ) = (¢ = 0)] et (AX3) : (v =~ip) = (p = 1),
On admettra un tel systéme (Ax) sans fournir les déductions pour les théses que l'on utilisera.
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vP vi(p) = i(p)

v* vi(~p) = vi(p)*

V" vi(e AY) = vi(@) A v ()
v vi(p V) = vi(p) V ui(¥)
v vi(p = V) = vi(p)* Vui(¥)

Attention :

"A" et "V" en gras (& gauche), sont, respectivement, la conjonc-

tion et la disjonction propositionnelle, alors que "A" et "V" (& droite) sont U'inf et le
sup dans 2. Dorénavant, on fait confiance au lecteur pour déterminer si ’on a affaire

aux connecteurs ou aux opérations dans 2

Lorsque, pour une interprétation i, v;(¢) = 1, on dit que 7 satisfait ¢. Une formule
qui est satisfaite par toute interprétation est une tautologie. On admet que toutes
les formules déductibles dans le systéme d’axiomes sont tautologiques (consistance

sémantique).

Exemple : soit la formule (p V ¢) = p avec i telle que i(p) = 0 et i(q) =

On a alors :
villpvae)=p = wvwlVa Vulp) parv”
= Jui(p) Vui(g)]* V0 parvY et v?
= Jui(p)* ANvi(q)Y] par (11) et (6) (dans 2!)
= (0" N 1%) par vP
= (1A0) par (6”)
= 0 par (8)

Ou encore, pour la formule (p = ¢q) =

(~p=~q)] = vilp=q)*Vu(~vp=~q)
= [vi(p)* Vo))"V [vi(~p)* V vi(~q)]
= (0" vV 1)* V [v(p)*" Vuilq)*]
= (Iv1)"V[u(p) V1]
— 1"V (0V0)
— 0VO0
— 0

vil(p = q) =

ete.

1.

(~p=r~q), avec i(p) =0 et i(q) =1 :

par v~

par v~ deux fois
par v? et v~

par (6) (10) et v?
par (7), vP et (67)
par E ') et (7)

par (7)



3 Algébre de Boole et logique des propositions 25

3.2 Algebre de Lindenbaum
3.2.1 Introduction informelle.

On va prouver que toutes les tautologies sont déductibles dans, par ex., le systéme
d’axiomes Ax. Pour ce faire, on va équiper ’ensemble F d’une structure d’algébre de
Boole.

On peut remarquer, en effet, que 'on a quelque chose qui ressemble & une rela-
tion d’ordre sur F. Si 'on raisonne en termes sémantiques, on sait que lorsqu’une
implication ¢ = 1) est tautologique, cela signifie que I’ensemble des interprétations
qui rendent vrai ¢ (que I'on peut noter J(¢)), est inclus dans I’ensemble des interpré-
tations qui rendent vrai ¢ (J(¢)). Comme on a dans ce cas J(¢) C I(¢)), on pourrait
donc dire que ¢ est "avant" ¢) dans F.

On sait également que pour toute tautologie, T, ¢ = T est une tautologie quelle
que soit la formule ¢ (i.e. I(p) C I(T)) et que, pour toute contradiction, 1, 1 = ¢
quelle que soit ¢ (i.e. I(L) C I(p)); ce qui correspond au fait que l’ensemble des
interprétations que rendent vraie une tautologie est I’ensemble des 2% fonctions de
P dans 2 et que 'ensemble des interprétations qui rendent vraie une contradiction
est ’ensemble vide. On a donc dans F quelque chose qui ressemble a4 un maximum
(I’ensemble des tautologies) et un minimum (I’ensemble des contradictions).

Il s’agit maintenant de mettre tout cela en musique en ne faisant appel qu’aux
notions syntaxiques de "thése", de "déduction" etc.
On pourrait ainsi définir la relation d’ordre sur &F par :

p<YPssiFp=v

Toutefois, cela n’est pas vraiment satisfaisant car alors on aurait, par ex. (en
supposant déduites les deux théses) :

— puisque - (p = 1)) = (~) =~p), alors o = ¢ <~ =g et
~ puisque - (~ 1 Sp) = (9= ), alors v = ~p < p =Y

et donc, en vertu de 'antisymétrie de < : p = 1) = ~1) = ~, ce qui est évidem-
ment faux si 'on considére ces deux formules, en tant que formules, i.e. en tant que
suites de symboles.

Ce genre de situation ne se rencontre que lorsque 'on a deux théses de la forme
Fo = 1vethk = p, cest a dire tout simplement F ¢ < @ (intuitivement : si
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@ et 1 sont équivalentes) 2. Au lieu donc de considérer des formules (des suites de
symboles), il faut considérer comme identiques, les formules qui sont "équivalentes"
au sens ci-dessus, méme si elles ne s’écrivent pas de la méme maniére. On procéde
alors comme suit.

3.2.2 Construction de l'algébre de Lindenbaum

n—n

On commence par définir une relation d’équivalence sur F par :

p=yYssiFp=vYetk1=¢p.

Que "=" soit une relation d’équivalence est clair :

— réflexivité : par Ty, on a - ¢ = ¢ et donc évidemment - ¢ = p et - p = ¢!

— symeétrie : par définition

— transitivité : si l'on a b ¢ = 1 et F ¢ = ¢ (donc ¢ = 1), ainsi que 1 = 0
et - 6 = ¢ (donc ¥ = ), alors par Ty (Syll) et deux usages du M P, on a
F ¢ = 0 et, de la méme maniére, - 0 = ¢, donc ¢ = 0.

On note la classe d’équivalence d’une formule ¢ pour =, par : " i.e.
Tl ={peTF:p=9}¥
On note F= I'ensemble quotient pour =, i.e.
Fo={"pl:peTF}

On définit maintenant les opérations "A", V" et "*" sur F— comme suit :

\/3"5 I—(p—l Y, rw—l _ '—gp v ¢—|
/\EFz I—SO—I A rw—l _ '—gp A wﬂ
RE I—SO—I* _ I—N(p_l

On définit 1p_ et Op_ par: "¢ '=1p ssiF ¢ et TpT=0p ssiF~p.

12. Dans ce qui suit on admet que F ¢ < 1) abrége, lorsque c’est commode : - = et F ¢ = ¢
13. Attention & ne pas confondre les classes d’équivalence pour = dans F ("¢ et les classes
d’équivalence pour ~p dans une algébre de Boole quelconque (|z|).
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3.2.3 L est une algébre de Boole; 1lére démonstration

Thy, 7 : L= (F-,A,V,", 1r,0p) est une algébre de Boole.
I1 faut montrer que les conditions B; - B sont satisfaites 4.

— Commutativité : comme, par Ty, F (0 A1) < (VA p), il en résulte : "p AT =
T A et donc :
PO TANTYT=ToAYPT =T ApT=Typ AT méme chose pour "V".

— Associativité : comme, par T), F ([p AY] A0) < (o A [t A6)), il en résulte :
"(eAYP)ANOT =T A (b ANO) et donc :
(C@T AT ATOT = T(p AY)TATOT = T(p AY)AOT = T A () AO)T =
CTOTAT(WYANG)T=Tp A (TP TATOT); méme chose pour "V".

>l

— Absorption : comme, par T§, - ([pVi]AY) < 1, il en résulte : T ([p V| AY) T =
M7, et donc :
(T "WYY ATYT =T VYT TATYT =T (V) AT =" méme chose pour
I'autre égalité.

— Comme, par Ty, =@ V ~¢, il en résulte : "o V ~p'=1p_, et donc :
oW =T VWInp =TV ~p!=1r ; méme chose pour 'autre égalité.

— Distributivité : comme, par Ts, F [(p AO) V (¥ A 8)] < [(¢ V) A, il en
résulte : "(@ AO)V (Y ANO)T="(p V) AOT et donc :
CeATINV(YTATEY) =T(@AOTVIWAOT=T(pAO) V(Y AO)T =
I_(SO \V ¢) A 97 — |—SO \/ w—l A |—0—| — (I_Sp—l \ |‘77Z)1) A |—0—|.

L’ordre sur F— est défini, comme d’habitude, par: "o < T ssi T AT T =T
Mais comme : " TATYp T =Tp AT cette condition revient & : T AT ="Tp et

donc a: k(o AY) < .
De plus, comme F [(p A1) & o] & (p = 1) 1% 1a condition : = (p A1) & ¢, est

14. Dans ce qui suit, on fait usage du fait qu’en général, deux éléments appartiennent a une
méme classe d’équivalence ssi ils entretiennent la relation d’équivalence relativement a laquelle les
classes d’équivalence sont déterminées. Ici cela signifie que, quelles que soient les formules ¢ et 1,
T =T ssi p =1, et done, par df. de =, ssi - ¢ < 1.

15. On suppose déduite cette thése dans Azx.
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équivalente a : = ¢ = 1.
On peut donc définir de maniére équivalente ’ordre sur F— par :
Tl <TYlssiE =9
On retrouve ainsi l'intuition initiale.

3.2.4 2éme démonstration.

On n’aura pas fait faute de remarquer que si les conditions By - Bs sont satisfaites,
c’est tout simplement qu’elles ont leur exacts équivalents dans des propriétés élémen-
taires des connecteurs, qu’expriment les théses que 1’on a utilisées. Il n’y a donc rien
de surprenant a ce que L = (F=, A, V,* | 1p_,0p_) soit une algébre de Boole, ce qui
rappelle que ce genre d’algebre avait été élaboré par Boole en partant justement de
I'étude des connecteurs (des "opérations logiques").

Il est peut-étre plus amusant et plus instructif de partir de la définition de I'ordre
sur F— (ie. "o < Tl ssi B o = ) et de montrer que < F—, <> est un treillis
distributif complémenté. On utilisera alors d’autres théses.

Thig (F=, <) est un treillis distributif complémenté dans lequel :

Tol=1p_ssiFp et Tp!T=0p ssi~op.

"<" est une relation d’ordre (partiel) :

— réflexivité : puisque F o = ¢ (T1),ona "1 < Tp™.

— antisymétrie : puisquesi "' < T let T <MY alors-p =Y ety = ¢
et donc, par df., p =, d’ou "1 ="y

— transitivité : puisque si "' <Y let Tp T <ThalorsF =Y et p =0 et
donc, en vertu de Syll. (T}), et deux usages du MP,F p = 0, d’ou: "7 <O

On montre que "9 'AT¢Y T ="p A1, autrement dit on montre que "o A ¢! est
I'infimum de {"¢ ", "¢},
Comme (T2) F(pAY) = petk (@A) =1, ona:

FSO/\w—ISI_gOT et rgp/\q/JTSFwW
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T A7 est donc une limite inférieur de {"¢7, "¢ 7}. On montre que c’est la plus
grande ; en effet, soit # une limite inférieure de {"p ™"} 1e. 707 < Ty et "7 <
I—w—l'

Encecas:F 0 = pet 6 = 1 et par Comp. (Tg) et deux usages du M P, on
a:t 0= (pA1)etdonc ™ <Tp AT Tp A7 est donc la plus grande limite
inférieure de {7, "y} ie. :

I_QOT A l_¢7 — '_90 /\w—l
On montre de la méme maniére que "¢V Ty ="Tp VYT, en utilisant T, et T§,.

Toute paire d’éléments de F= a donc un infimum et un suprémum dans F— et, en
conséquence, < F—, <> est bien un treillis.

Comme, de plus, on a déja démontré, dans le cours de la démonstration du Th;;
que :

(l—gp—l /\ I’e‘l) \/ (l—w—l /\ I’(g‘l) — (I_(p_l \/ l_fL/J—|> /\ |—0—|7
(F=, <) est un treillis distributif.

On montre maintenant que
Topl=1p_ssiFp et Tp!T=0p ssi~op.

Dans le sens —. Supposons "' = 1p_. En ce cas, pour tout ¢, "7 < T et
donc, pour tout ¥ : F ¢y = . Comme cela vaut de tout 1, cela vaut en particulier
pour un ¢ tel que F ¢ et donc par M P : + .

Méme chose pour montrer que si "' = Op_ alors F~¢ (avec Modus Tollens) 6.

Dans le sens <. Supposons F . En ce cas, puisque, - ¢ = (¢ = ¢) (T3), on a,
avec un usage du M P : pour tout ¥, - ¢ = ¢. Et donc, pour tout ¢, "¢ < T,
dott:"p'=1p.

Méme chose pour montrer que si F~ ¢, alors "~ ¢! = 0p_, en utilisant :
Fo = (9 = 1)

Il reste & montrer que (F=, <) est un treillis distributif, complémenté.

16. Il peut sembler chagrinant de recourir au Modus Tollens, mais il suffit d’admettre que l'on a
une déduction pour la loi de contraposition sous la forme (¢ = ) = (~¢ =~ ).
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Comme, par Ty, - ¢ V~p et F~(p A ~g), on a, par ce qui précéde :

_ 1F— — '_QO \V NQO—l — '_90—'\/'_'\190—' et

-

_ OFE — I—SO A NQO—l — QO—l/\l—NQO—l
d’ot : "~ est le complémentaire de "¢, que I'on note " 7.

< F—, <> est donc bien un treillis distributif, complémenté, i.e. une algébre de
Boole.

3.3 Complétude de Ax

En s’appuyant sur tout ce qui précéde, on peut maintenant démontrer que toutes
les tautologies sont déductibles dans le systéme Az (ou tout autre systéme équivalent
dans lequel on a déduit les théses dont on a fait usage précédemment).

L’idée qui préside a cette démonstration est simple si I'on se souvient de la défi-
nition syntaxique d’un ensemble de vérité. Soit wF', un ultrafiltre (propre), dans L,
alors : .,

— Par Th,, pour tout p € F, "o € uF ou "p ™ = T~y € uF, mais pas les

deux.

— si "y 'et "' appartiennent & uF alors, par Fi, "o 'AT¢7 € uF et donc, par
NI=, To AT € uF.
De plus, puisque "o TATY T < Tplet T TATY T < T siTo! ATy € ul, et
donc, toujours par A7=, si Tp A7 € uF, alors "¢ 7,77 € uF. On a donc :

"o ANYTeuF ssi "pleulF et "' eukF.

On voit donc que s’agissant des classes d’équivalence pour =, un ultrafiltre dans £
satisfait les clauses syntaxiques définissant un ensemble de vérité; on peut s’amuser
a montrer que les clauses concernant V et = sont également satisfaites, mais cela
n’ajoutera rien de substantiel 1.

17. Rappelons ces clauses, W étant un ensemble de formules (W C F) :
-pVYeWssipe Wouy e W
-p=>1veWssi~rpeWouyeW.
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Il est donc trés probable (!!) que l'on puisse associer a chaque ultrafiltre, uF',
dans £, une évaluation qui satisfasse toutes les formules dont les classes d’équivalence
appartiennent a uF’, et inversement qu’a chaque évaluation corresponde un ultrafiltre
dans L contenant toutes les classes d’équivalence des formules vraies pour cette
évaluation.

Si tel est le cas (ce que I'on va montrer), comme on sait que dans £, 1. = "¢
ssi F ¢, on pourra montrer que si une formule ¢ n’est pas déductible dans Az (i.e.
¥ o, et donc " # 15 ), alors il existe une évaluation qui satisfait sa négation (il
existe un ultrafiltre qui contient "~ 7) et ¢ n’est donc pas tautologique ; ce qui, par
contraposition prouvera la complétude de Ax.

3.3.1 Ultrafiltre dans £ et évaluation.

On montre tout d’abord comment un homomorphisme de £ dans 2 induit une
évaluation v; des formules du langage pour la logique des propositions.

Thig : Soit g un homomorphisme de £ dans 2. On définit I'interprétation i : P —
2, par :

pour tout p € P.

A démontrer : v;(¢) = g("¢") pour tout ¢ € F. Par récurrence sur le degré des
formules '8.

— dg(¢) = 0 et donc ¢ de la forme p. Evident : v;(p) = i(p) = g("p").

— Hyp. de réc. : v;(p) = g("¢ ") pour tout ¢ € F de degré < n.

*

— ¢ de la forme ~ 1) et de degré n : v;(~ 1) = v;(Y)* byp.xec. g(TyM)* flomeo.
#F=
g("™) = g(T~v7).

~ ¢ de la forme ¢ A 6 et de degré n : vi(¥ A 0) = vi(¥) A v;(6) TR
g(TPT) A g(To7) @ 2 (T AT NT= g(T A OO,

18. On ne fait la démonstration que pour ~et A, ce qui suffit.
19. A lattention du lecteur un peu perdu, il faut lire cette derniére suite d’égalités ainsi : dans
v; (1) AB), A est habituel connecteur propositionnel, et cette formule est envoyée sur 2 (i.e. {0,1})
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On dit dans ce cas que v; est I’évaluation induite par h.

Considérons maintenant un ultrafiltre uF dans £. On a vu (Thys) que L/uF = 2
et on peut donc assimiler ces deux algébres. Donc 'homomorphisme canonique, h..,
entre L et L/uF qui envoie, quelle que soit ¢, "o sur ["¢ 7|, est un homomorphisme
entre L et 2 et induit une évaluation v;, telle que :

Thyg : v;(p) = 1 ssi, par Thyg, h.(T¢") = 1 ssi, par Thyy, "¢ € uF.

Cela revient a dire que toutes les formules dont les classes d’équivalence pour =
appartiennent a uF', prennent la valeur 1 (~ Vrai) pour I’évaluation induite par h.

On notera v;,,, I"évaluation induite par h. : L — L/uF = 2; on appellera égale-
ment v; , "l’évaluation correspondant a uf"".

Thy; : réciproquement, on montre que si i : P — 2 est une interprétation des
lettres de proposition, alors I’ensemble :

F={"¢ :v(p) =1}
est un ultrafiltre dans L. En effet :

— soit ¢,9 € F quelconques et "¢, "7 € F;. Alors, par df. de Fj, vi(p) =
v; () = 1 et donc v;(¢) A v;(v) = 1, ce qui, par v, revient & : v;(p A) = 1;
d'ou: "o Ay € F; et donc, par AY=, T ATYT € F.

— soit ¢, € F quelconques, "' € F;, Tyl € Fo et Tt < Tpl Alors T A
T =Ty e, par AT=, To A =TT et comme "¢ € F;, Tp AT € F,
d’on, par df. de F}, v;(p A ) = 1, et par v, v;(¢) A v;(0) = 1, cest a dire

par v;. En vertu de la définition de v;, la valeur d’une conjonction dans 2 est 'inf de la valeur des
deux conjoints pour v; : dans le deuxiéme membre de cette suite d’égalité, A est donc 'opération
"inf" dans 2. On peut donc utiliser ’hyp. de réc. ce qui nous fait passer au troisiéme membre de
la suite dans lequel A est encore l'opération "inf" dans 2. Mais comme g est un homomorphisme
entre L et 2, I'inf, dans 2, de deux images par g d’éléments de F= est identique a I'image, par g, de
I'inf, dans F= des deux éléments en question ; et donc dans le quatriéme membre de la suite, A est
lopération "inf" dans L. Enfin, en vertu de la définition de 'inf dans L, I'inf de deux éléments de
F= (classes d’équivalence, pour =, de ¥ et de 6, ici) est égal a la classe d’équivalence, pour =, de la
conjonction de v et de 0 ; A est donc, dans ce dernier membre, ’habituel connecteur propositionnel.
Est-ce clair ?
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1 Avi(¢) =1 et donc v;(¢)) = 1. Il en résulte : "¢ € Fj.

F; est donc un filtre dans £. On montre, en utilisant Thy, que F; est un ultrafiltre.
En effet :

— soit ¢ € F quelconque et "' ¢ F; (par ex.). Onaalors: "¢ ' & Fj ssiv;(p) =0
@ @

ssi v;(¢)* z vi(~p) =1ssi T = Tp™ e F

Il résulte donc des deux résultats précédents qu’a tout ultrafiltre dans L cor-
respond une interprétation des lettres de proposition, et, inversement qu’a toute
interprétation, correspond un ultrafiltre dans L. En d’autres termes, il y a une cor-
respondance 1-1 entre I’ensemble des interprétations et l’ensemble des ultrafiltres
dans L.

3.3.2 Théoréeme de complétude.

Thy, : Toutes les tautologies sont déductibles dans Ax.

Par contraposition : soit ¢ tel que ¥ . Alors par Thy; (ou Thyg), "¢ # 15
et donc "p™ = T~ 7 # Op_. Il en résulte, par C; que "~ ¢ appartient a un
ultrafiltre uF'. Soit v; ., I’évaluation correspondant a uF'. Par Thyy, on a donc :
Viyp(~ @) = v, (p)* =1 et donc v;.(¢)*" = vi,.(¢) = 0; ¢ n’est donc pas une
tautologie.

Ainsi, si ¥ ¢, alors ¢ n’est pas une tautologie ; par contraposition :

si ¢ est une tautologie, alors - .

CQFD
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A Liste des théorémes.

— Thy : quel que soit A C B, (A%)’ est un filtre (pas nécessairement propre) ; et
(A)® est un filtre propre ssi A est d’intersection finie (p. 8).

— Thy : si uF est un filtre, alors uF" est un ultrafiltre (propre) ssi pour tout
x € B, soit x € uF’, soit x* € uF, mais pas les deux (p. 9).

— Ths : théoréme de 'ultrafiltre : tout filtre peut étre étendu & un ultrafiltre
(p. 10).

— C4 : dans une algébre de Boole B, tout sous-ensemble d’intersection finie de B
peut étre étendu a un ultrafiltre (p. 11).

— Cj5 : dans une algébre de Boole B, tout élément x € B tel que x # 0 appartient
a un ultrafiltre (p. 11).

— Cg : si x et y sont deux éléments distincts d’une algébre de Boole, il y a un
ultrafiltre contenant I'un mais pas 'autre (p. 11).

— Thy : soit F un filtre dans B et I ={z* € B:x € F}. FUI = B’ est la base
d’une sous algébre B’ de B (p. 12).

Soit h : By — By, homomorphisme entre By etBy (Thy — Lij) :
— Thg pour tout z,y € By, si @ <y alors h(z) < h(y) (p. 13).
— Thy : h(0p,) =0p, et h(1p,) = 15, (p- 13).
— Thyg : h[By] C B, (p. 13).
— Ly; @ si F est un filtre dans By, alors h[F] est un filtre dans By (p. 13).
— Thy, : ~p est une congruence sur B (p. 14).
— Ligo :x ~pyssi(xVy*)A(x*Vy) € F (p. 16).

— Ligp: (zVy ) A (" Vy)=1ssixz=y (p. 16).
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Thy : || =1p/pssixz € F (1p)p est le 1 de B/F) (p. 18).

This : soit h : By — By un homomorphisme entre B; et B,. L’ensemble
F:{x € By :h(zx) =1p,} est un filtre et h[B;] est isomorphe a By /F (p. 20).

Thys : F est un ultrafiltre ssi B/F est isomorphe a I'algébre 2 ssi pour tout
x € B, soit © € F, soit * € F (mais pas les deux) ssi, si z Vy € F, alors
r€ FouyekF (p. 21).

Thy; : L=<TF_, A, V,*, 15_,05_ > est une algebre de Boole (p. 27).

Thigs < F=, <> est un treillis distributif complémenté; "' = 14 ssi - ¢
et Tl =0g_ ssi F~¢p (p. 28).

Thyy : soit g un homomorphisme de £ dans 2 et i : P — 2 telle que, pour tout
peP:i(p) =g("p"); alors v;(p) = g("7) pour tout ¢ € F (p. 31).

— Thy : v;(p) = 1ssi "' € ul (p. 32).

Thy, : sii : P — 2 est une interprétation des lettres de proposition, alors
I'ensemble F; = {"¢™: v;(¢) = 1} est un ultrafiltre dans L (p. 32).

Thy, (complétude) : toutes les tautologies sont déductibles dans Az (p. 33).
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B Exemple

Soit B la petite algébre de Boole de I’ensemble des parties d'un ensemble a trois
éléments dont la base est formé de l’ensemble p(A), avec A = {a,b,c}; dans une
telle algébre, les opérations booléennes A, V et * correspondent aux opérations
ensemblistes : N, U et 4 (complémentaire relativement a A)

{a,b,c}

{a, b} {a,ch (b, c}

Soit le filtre F' = {{a,b, },{a,b,c}}.

Les éléments qui entretiennent la relation ~p (cf. p. 14) relativement & F sont :

— {a} et {a,c} avec pour f € F, {a,b}; en effet : {a} A {a,b} = {a,c} AN{a,b} =
{a},

— {b} et {b,c} avec pour f € F, {a,b},

— {a,b} et {a,b,c} avec pour f € F, {a,b},

— 0 et {c} avec pour f € F, {a,b}.

Autrement dit, on a quatre classes d’équivalence pour ~p % :

{c} ~r 0 {{c}.0}

{CL} ~F {CL, C} {{0,}, {CL, C}}

{b} ~F {ba C} {b}> {ba C}}

{a,b} ~r {a,b,c} {a,b},{a,b,c}}

20. On pourra s’amuser a constater que si 'on considére un autre filtre, par ex. le filtre
{{b7 c}, {a,b, c}}, on ne retrouve pas les mémes classes d’équivalence.

Ll
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On voit que les éléments de la premiére sont complémentaires de ceux de la der-
niére (= F), et {0, {c}} est un idéal, disons I. De la méme maniére, les éléments de la
seconde sont complémentaires de ceux de la troisieme. On remarque également que
F = {{a, b}, {a,b, c}} est la classe d’équivalence de I'un quelconque de ses éléments,
ce qui illustre la premiére partie de la démonstration du Thy,.

Le fait que ~p est une congruence signifie la chose suivante.
Soit les deux équivalences : {a} ~r {a,c} et {b} ~p {b,c}.

Faisons par ex. {a} A {b}, cela donne, en termes ensemblistes (A — N), (). Faisons
maintenant {a,c} A {b, c}, cela donne {c}. Et comme on ’a remarqué plus haut, on
a bien : {c} ~p 0.

De la méme manieére, faisons {a,c} A {b}, on obtient (). Et maintenant faisons
{a} A {b,c}, on obtient 1a encore ) et, comme ~f est une relation d’équivalence, on
a évidemment () ~p 0.

Autrement dit, les inf. de n’importe élément de la classe {{a}, {a, c}}, avec n’im-
porte quel élément de la classe {{b}, {0, c}} sont ~p-équivalents et appartiennent
donc a la méme classe d’équivalence, a savoir :{(Z), {c}} Ce qui revient a dire que
I'on a :

{a} AN{b} ~F {a,c} AN{b} ~Fr {a} AN{b,c} ~F {a,c} N{b,c}.

Ce que 'on peut exprimer également par :

[{a} A B} = {a, e} A {0} = {a} A byl = 0] "2 (o] = [{a, e} A {b, e},

Ainsi il n’y a pas d’ambiguité : comme on a |{a}| = |{a,c}| et |{b}| = |{b,c}| on
s’attend évidemment & ce que 1'on ait (par substitution des identiques), par ex. :

{a}| A {b}] = [{a,c}| A [{b, c}| ce qui est bien le cas si 'on adopte la définition
de A (dans B/F') donnée p. 18, a savoir :

{a}| A} = {a} A {b}] et
{a, I A{b, e} = [{a, e} A{b, e}

puisque [{a} A {8} = 0] "= |{e}] = Ha, ¢} A {b, ¢}
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Pour déterminer l'ordre dans B/F, il suffit de calculer les différentes formules de
la forme 2 Ay (ou z Vy) : par ex :

{03 A Ha, 0} = [{b} Ada, b} = [{b}]; dou = [{b}(= [{b,c}]) < [a,b}(=
{a,b,c}|); ete.
On s’assure de maniére semblable que [{a}|* = |{b}| et que |0|* = [{a,b,c}|.

L’ordre dans B/F est donc le suivant : I < {{a},{a,c}} < Fet I < {{b},{b,c}} <
F mais pas d’ordre entre {{a},{a,c}} et {{b},{b,c}}.

{{a, b}, {a,b, c}}
ie F

/! AN
{{a},{a,c}} {{v}, {b,c}}
AN /
{0, {c}}

le. [

Le graphe de ’homomorphisme canonique h : B — B/F (h(x) = |z|) est alors :

(i) = h(0) C 0 =T
h(la) = h({ach) = {{a}.{a.c}}
BB} = kbl = {{bh{bc}}
h(a.b)) = h({abch) = {{a.b}{abc}}=F
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